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Background: K−Schmidt arrangements

K is an imaginary quadratic field

R̂ = R ∪ {∞}

Elements of PSL(2,C) act on Ĉ = C ∪ {∞} as Möbius maps

These maps preserve circles

Definition

The K−Schmidt arrangement is the collection of circles PSL(2,OK )(R̂).
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Schmidt arrangement facts

Usually* circles intersect at most tangentially

Picture is connected iff OK is Euclidean

Can scale picture to make all curvatures integral

By greedily taking immediately tangent circles, can form K -Apollonian circle
packings as immediate tangency subgraphs
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Apollonian example, Q(i)
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Immediate tangency packing, Q(
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Schmidt arrangement, Q(
√
−3)
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Issues with Q(
√
−3)

Circles can intersect at 60◦ and 120◦ angles

Immediate tangency graph includes intersections

Root cause: non-trivial units!

Let ω = 1+
√
−3

2 . Then,

ω6 = 1, OQ(
√
−3) = Z[ω].

The matrix (
ω 0
0 1− ω

)
∈ PSL(2,Z[ω])

induces a rotation by 120◦
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Goals of the project

Find a suitable adjustment of the theory to remove non-tangential
intersections

Extract the immediate tangency packings (called Eisenstein circle packings)

Setup the basic theory of Eisenstein circle packings

Implement a computational package to allow exploration of these
arrangements/packings (in PARI/GP)

Focus on searching for reciprocity obstructions in the circle curvatures

Hope to find cubic reciprocity!

James Rickards (Saint Mary’s University) Eisenstein 19 August 2026 12 / 28



The Eisenpint Schmidt arrangement

Definition

ΓE :=

{
M ∈ PSL(2,Z[ω]) : M ≡

(
1 0
∗ 1

)
(mod 2)

}
.

Index 15 in PSL(2,Z[ω])

Every circle tangency in the full Schmidt arrangement can be described by
ΓE (R̂)

Call the resulting picture the Eisenpint Schmidt arrangement
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The Eisenpint Schmidt arrangement
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Inversive distance

Definition
The inversive distance between two circles of curvature 1 whose centres are
distance d apart is

1− d2

2
.

General formula is
1

2

(
u1
u2

+
u2
u1

− d2u1u2

)
.

Preserved by Möbius maps

⟨C1, C2⟩ = −1 iff the circles are externally tangent
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4-wheels

Definition
A 4-wheel is a tuple of circles C1, C2, C3, C4 where each circle is tangent to the
next (including C4 to C1), and

⟨C1, C3⟩ = −2, ⟨C2, C4⟩ = −2

62
5 1
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Circle swaps

Definition

S4: Inversion in the circle orthogonal to C1, C2, C3 swaps C4 to C′
4

C1

C2

C3
C4

C ′
4

C ′
2

C ′
1

C ′
3
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Eisenstein circle packings

Definition
An Eisenstein circle packing is created by taking a 4-wheel, applying all swaps,
and iterating ad infinitum.

30

49

25
122

312

552
890

1278

1764

2300

2629

1781

2042

2329
1177

2426 625
1182

2292

1789

2640

1469

1136
2058

2053

1209

2350

2345

336

600 986

1422 1980

2588

1961

2186

2497

1297

2666

6611230

238818492712

1541

1232

2250

2245
12932494

2489

341

620
1332

2726

2572

2261

1021

1482
2065

2708

2041

681

1576

1265

2468

1909

2797

317

572

1212

2486

2404

2117

925

1338

2744

1849

2420

1861

645

1504

1217

2372 1849 2725

44 150

354 608

960
1362

1862
2412

2797

1921

2280
2609

1289
2678

709

1364 2628

2069

1693

1304

2352 2333

1405

2756 2737

434
768

1280

1842

2582

2521

2760

1689

829

1524

2269

1933

1624

1685453
844

1822
1413

2070

2825

905
2066

1657

2497

373684

1422

2565

1093
1590

2185

2225

785
1826

1497

2297

89

110
282

632

1032

1610

2238

2217

1225

2382

2416

2609

816
1400

2346

1501

2750

901

1740

1841

717

1372

2812

2205

1565

181

228

518
1170

1872

2209

1458

2448

2641

1661

1373

2684

325

398

858
1968

2360

2733

2341

521
620

1302
769

894

1850
1069

1220

2502 1421
1598

1825
2028

2281
2510

2789

2793

2089

1489

2705993
2794

2261

2010

1673

2721

601
1670

1333

24142041

1094

2322
2237

901

15502825
1465 2485

313
858

1968

2733

1765

665

1196
2353

993

2218

1541

2065

2809

490

1048
1864

2265

1648

1629

1029
1788

2725

2189

389

644

1558

1157
1646

2393

2161

2550

2149 625
1482

1081

2028
1513 2165

2793

129

358
850

1600
2528

18691186

2272

2373

1101

1932
2033

765

1260
2654

1933

2694

1529

257

446 1162

23922709

893

1316

1997

2654

1633

1626

1357
2244

2329

361

822

2114

2706

2389

1797553

1038 2810

2245

721

1542

977

1886

1209

2518

1529
1825

2209
2569

198
450

800
1248

1794

2438

2545

1649

949
1844

2245

1592
1741

626

11521952

2529

1213 2196

2773

2296 2357

621

1132

2494

1917

2790

1193

2738

2161

445

780
1614

1213

1734
2353

2465

929

2210

1809

2777

137
206

522
1112

1800

2762

2185

1584

2744

1741

1269

2428

2813

373

516
1142

2514

757

974 2058

1289

1580

1969

2334

2797

2505

1441

2390
2005

673

1770

1385
2540

2073

826
17202800

2805

1725

677
1124

2662

1973

2798

1129

2682

1993

201
502

1234
2368

2733

1666

1509

2604

2753

1077
1740

2677

2105

353638

1690
1325

1988

2425

2250

1885

481 1062

2786 2349

6971326

889 1878

1169
2270

1425

1769

2089

2497

61
68

198
450

752
1176

1650

2246

2341

1601

889
1724

2609

2149

1688

1825

578

1008

1688

2418

2241

1081

1980
2533

2200

2273

621
1180

2542

1989

1253

2281

493
924

1902

1477

2166

1061

2450 2025

125

158378

848
1368

2138

1621

1080

1832

1969

1213 2364

2501

981 1900

2153

241

300662

1506

2400

2821

1842 2117

1781

409

494
1050

2424

629

740
1542

901

1038
2138

1225

1388
1601

1790
2029

2244
2509

2750

2401

1753

1209

2777

2538

2117

769

2150
1729 2665

1478

1225 2126

1993

433

1194

2712

2437 941

1700

1425

2225

730
1552

2776

2488

2445

1509

2604 593
1004

2422

1817

2606

961
2250

1645

2305

201
550

1282

2416

1858

1725

1149

1884
2309

413
734

1882

1457

2156

2689

2682 2257

601
1350

925
1758

1225
2598

1661

2073

2621

294642

11361752

2514

2321

1369 2684

2264

2497

962

1776

1849

957

1756
1829

637

11162286

1717

2454

1349

2649

221

350858

1808

2616

2085

625

8761910

1273

1646

2165

2660

2449

1153

2381

1402

1169 1964

1969

345

838
2050

2818

2541

1773

605
1118

2321

841

1830

1213
2334

1561

2045

2505

73218

528 984

1562 2286

2017

1141

2190

2645

1808

1965

696 1320

2234

1393

2526

2480

2553

653
1148

2556

1933

2778

1221

2225

485812

1716
1261

1770

2401

2521

969
2344

1889

145
236

630
1314

2144

2629

1970

2133

1477

2796 473 686

1530 1045 1380

1861 2318

1993

2597

8492182

1697

2521

870

1794

1837

713

1166
2730

2005

2820

1209

2177

193
458

1176
2280

2593

1488

13252252

2409

1013

1628

2533

1941

301

548

1494

1181
1790

2785

2145
1878

1565

2558

2721
385

842
2256

2712

2357

1901

529

1004

2790

2249

2777649

1370

829

1604985

2042

1201

23481393
1645

1873
2161

2425
2749

49
170

408
744

1178

1710

2340

2405

2810

1537

865

1662
2557

2021

1424

2538

2557

1545

528984

16582430
2137

1045

1902

2381

1904

1965

509

908
2004

1525

2202

969

2248
1769

2629

389 668

1404

2525

1045 1482

2017 2612

2101

7891888

1529

2329

109
164

438
930

1520
2328

1849

1346

2352 2473

1461

2812

1045

1980

2309

317446

1002
2192

2589

673
876

1862

1177
1454

1829

2180

2629

2281

1273

2765

2026

16972809

561 1462

1133
2078

1681

2557

630
1314

2288

2809

2114

2133

1333

2364

509

830
1962

1441

2028

2713

849

2038
15172161

145
362

912
1752

2810

2005

1176
2280

2401 1061
1820

1941

797

1292
2772

2005

2778

1545

241

428

1158

2370

2653

905
1358

2101
2820

1641
1494

1241

2030

2145 313

698
1848

2256

1973

1565

2492

445

836

2310

1853
2790

2333 553

1178

2693

721

1388 865

1802

1069

2084 1249

2570

1489

1705
1981

2233
2545

James Rickards (Saint Mary’s University) Eisenstein 19 August 2026 18 / 28



Curvatures, I

Definition
An Eisenstein quadruple is the tuple of curvatures in a 4-wheel

Proposition

(a, b, c, d) is an Eisenstein quadruple if and only if

a2 + b2 + c2 + d2 = 2(a+ c)(b + d), a+ b + c + d > 0.

Proposition

The swap S4 acts as

(a, b, c, d) → (a, b, c, 2a+ 2c − d).
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Curvatures, II

S1 and S3 commute, as well as S2 and S4

If a, b, c, d ∈ Z, all other curvatures in the corresponding Eisenstein circle
packing are also integral

Expect the number of circles of curvature ≤ N grows like

CNδ, δ ≈ 1.41

where C depends on the packing, δ is absolute
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Modular obstructions

Proposition

The odd curvatures are all equivalent modulo 4.

Definition
An integer is admissible if it satisfies all modular restrictions in a given packing.

Theorem
In a primitive Eisenstein circle packing, the set of curvatures of circles is density 1
in the set of admissible integers.
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Local-global

Question
Do all sufficiently large admissible integers appear as curvatures?

This was conjectured for Apollonian circle packings

Proven false in 2023: there can exist families like n2 or n4 which are are ruled
out by quadratic/quartic reciprocity (Haag-Kertzer-R.-Stange)

Rough outline for some cases:
The Kronecker symbol of coprime tangent circle curvatures is constant
across the packing.
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Expect local-global to be true
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Missing families (2n + 1)2, 2n2, 6n2
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Green misses 2n2, 3(2n + 1)2; purple misses 6n2
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Moieties

Definition
The full tangency graph is bipartite. A moiety is one of these halves.

Theorem
There is a well-defined invariant χ2 on a moiety of a packing. If the extended type
of the moiety is not (3, 1, 1), then the local-global conjecture is false on the
moiety.

Remark
This breaking into moities also occurs in the work of
Shi-Shi-Whitehead-(Williams-Tracy)-Zhang on octahedral, cubic, square, and
triangular packings.
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¿Cubic reciprocity?

Our obstructions only use quadratic reciprocity in a similar way to the
Apollonian case

Extensive computation suggests that we have found all non-modular
obstructions

Tragically, this would mean there are no cubic obstructions

Possible issue: lack of control over curvatures modulo 3
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Thank you for listening!

Paper: https://arxiv.org/abs/2605.16053

PARI/GP package:
https://github.com/JamesRickards-Canada/Eisenstein

1
1 12

2 25 5

5 5

5 5

5 5

6 6

6 6

6 6

6 6

8 8

8 8

8 8

8 8

9 9

9 9

9 9

9 9

12 12

12 1212 12

12 12

13

13 13

13

13 1313

13 13

13

13 13

13 13

13 13

17 17

17 17

17 17

17 17

18 18

18 18

18 18

18 18

18 18

18 18

18

18 18

18

20 20

20

20 20

20

20 20

20 20

20 20

20 20

20 20

21 21

21 21

21 21

21 21

22 22

22 22

22 22

22 22

24 24

24 2424 24

24 24

25

25 25

25

25

25

25

25

25 25

25 2525 25

25

25 25

25

25 25

25

25

25 25

25

25

25

25 25

25

25 25

29 29

29

29 29

29

29 29

29 29

29 29

29 29

29 29

30 30

30 3030 30

30 30

32 3232 32

32 3232 32

32 32

32 32

32 32

32 32

34 34

34 34

34 34

34 34

36 36

36 36

36 36

36 36

37

37 37

37

37

37 37

37

37 37

37

37 37

37

37 37

37 37

37 37

37 37

37 37

38 38

38 38

38 38

38 38

38 38

38 38

38

38 38

38

40 40

40 40

40 40

40 40

41

41 41

41

41 41

41 41

41 41

41 41

41

41 41

41

41 41

41 41

41 41

41 41

42 42

42 42

42 42

42 42

44 44

44 4444 44

44 44

45 4545 45

45 4545 45

45 4545 45

45 4545 45

48 48

48 4848 48

48 48

49

49

49

49

49 49

49 4949 49

49 4949 49

49 49

49 49

49 49

49 49

49 49

49

49

49

49

49 4949 49

50

50 50

50

50 50

50 50

50 5050 50

50 50

50 50

50 50

50 50

50 50

50 50

52 52

52 52

52 52

52 52

53 53

53 53

53 53

53 53

54

54 54

54

54 54

54 54

54 54

54 54

54 54

54 54

54 54

54 54

54 54

54 54

56 56

56 5656 56

56 56

57 57

57 5757 57

57 57

60 60

60 60

60 60

60 60

61

61 61

61

61

61

61

61

61

61

61 61

61 61

61 61

61 61

61 61

61

61

61 61

61

61

61 61

61 61

61 61

62 62

62 62

62 62

62 62

65 6565 65

65 6565 65

65 6565 65

65 6565 65

66 66

66 66

66 66

66 66

66 6666 66

66 66

66 66

66 66

66 66

66 66

66 66

68 68

68 6868 68

68 68

69

69 69

69

69 69

69 69

69 6969 69

69

69 69

69

69 69

69

69 69

69

69 69

70 70

70 70

70 70

70 70

72 72

72

72 72

72

72 72

72

72 72

72

72 72

72 72

72 72

72 72

72 72

72 72

72 72

72 72

72 72

72 72

73

73 73

73

73 73

73 73

73 73

73 7373

73 73

73

73

73 73

73

73 73

73 73

73 73

73 73

73 73

73 73

76 76

76

76 76

76

76 76

76 76

76 76

76 76

76 76

77

77 77

77

77 77

77 77

77

77 77

77

77 77

77 7777 77

77 77

77 77

77 77

77 77

77 77

77 77

77 77

78 78

78 78

78 78

78 7878 7878 78

78 7878 78

81

81 81

81

81 81

81 81

81 81

81 81

81 81

81 8181 81

81 81

81 81

81 81

81 81

81 81

81 81

81 81

82 82

82 82

82 82

82 82

84 84

84 8484 84

84 84

85

85 85

85

85

85

85

85

85 85

85 85

85 85

85

85

85 85

85

85

85 85

85 85

85 85

85 85

85 85

85 85

86 86

86

86 86

86

86 86

86 86

86 86

86 86

86 86

88 88

88 88

88 88

88 88

88 88

88 88

88 88

88 88

89 89

89 89

89 89

89 89

89

89 89

89

89 89

89 89

89 89

89 89

89 89

89 89

89 89

89 89

89 89

89 89

90

90 90

90

90 90

90 90

90 90

90 90

90 90

90 90

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

92 92

93 93

93 9393 93

93 93

96 96

96 9696 96

96 9696 9696 96

96 9696 96

97

97 97

97

97 97

97 97

97 97

97 97

97

97 97

97

97 97

97 97

97 97

97 97

97

97 97

97

97 97

97 97

98

98 98

98

98 98

98

98 98

98

98 98

98 98

98

98 98

98

98 98

98 98

98 98

98 9898 98

98 98

98 98

98 98

98 98

98 98

98 98

100 100

100 100

100 100

100 100

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

101 101

102 102

102 102

102 102

102 102

102 102

102 102

102 102

102 102102 102

102 102

102 102

102 102

104 104

104 104104 104

104 104

105 105

105 105105 105

105 105

108 108

108 108

108 108108 108

108 108108 108

108 108

108 108

109 109

109 109

109

109 109

109

109 109

109 109

109

109 109

109

109 109

109 109

109 109

109 109

110 110

110 110

110 110

110 110

112 112

112 112112 112

112 112

113

113 113

113

113 113

113 113

113 113

113

113 113

113

113 113

114 114114 114

114 114114 114

114 114114 114

114 114114 114

116 116

116 116

116 116

116 116

117 117

117 117

117 117

117 117

117 117117 117

117 117

117 117

117 117

117 117

117 117

117 117

118 118

118 118

118 118

118 118

118 118

118 118

118 118

118 118

120 120120 120120 120

120 120120 120120 120

120 120120 120120 120

120 120120 120120 120

121

121 121

121

121

121

121

121

121 121

121

121

121

121

121 121

121 121
121

121

121 121

121

121121

121 121

121

121 121

121

121 121

121

121 121

121 121121 121

121 121

121 121

121 121

121 121

121 121

121 121

121

121

121 121

121

121

121 121

121

121

121

121

121 121

121 121

121 121121 121

122 122

122 122122 122

122 122

124 124

124 124

124 124

124 124

125 125

125 125

125 125

125 125

125 125125 125

125 125

125 125

125 125125 125

125 125

125 125

125

125 125

125

125 125

125 125

126 126

126 126

126 126

126 126

126 126

126 126

126 126

126 126

128 128

128

128 128

128

128 128128

128 128

128

128 128

128 128

128 128128 128

128 128

128 128

128

128 128

128

128

128 128

128

128 128

128

128 128

128

128 128

128 128

128 128

128 128128 128

129 129

129 129

129 129

129 129

132

132 132

132

132

132 132

132

132 132

132 132

132 132

132 132

132 132

132 132

132 132

132 132

133

133 133

133

133

133

133

133 133

133

133

133

133 133

133 133

133 133133 133

133

133 133

133

133 133

133 133

133

133

133

133

133 133

133 133

133 133

133 133

134 134

134 134

134 134134 134

134 134134 134

134 134

134 134

137 137

137 137

137 137

137 137

137 137137 137

137 137

137 137

138 138

138 138138 138

138 138138 138138 138

138 138138 138

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

140 140

141 141

141 141

141

141 141

141141 141

141 141141 141

141 141

141 141

141 141

141 141

141 141

141 141

141

141 141

141141 141

142 142

142 142

142 142

142 142

144 144

144 144

144 144

144 144

144 144

144 144

144 144

144 144

145

145 145

145

145

145

145

145

145 145

145 145

145 145145 145

145 145

145 145

145 145

145 145

145 145

145 145145

145

145 145

145

145

145 145

145 145

145 145145 145

145 145

145 145

145 145

146 146

146 146

146 146

146

146 146

146146 146

146 146

146 146146 146

146 146

146 146

146 146

148 148

148 148

148

148 148

148

148 148

148 148

148 148

148 148

149 149

149 149

149

149 149

149149 149

149 149

149 149

149 149

149 149

149 149

149 149

149 149

150 150

150

150 150

150150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

150

150 150

150

150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

150 150

152 152

152 152

152 152

152 152

153 153153 153

153 153153 153

153 153153 153

153 153153 153

156 156

156

156 156

156

156 156

156 156

156 156

156 156

156 156

156 156

156 156

156 156

156 156

157

157 157

157

157

157 157

157

157 157

157 157

157 157

157 157

157 157

157 157

157

157 157

157

157 157

157 157

157

157 157

157

157 157

157 157

157 157

157 157

158 158

158 158

158 158

158 158

160 160

160 160

160 160

160 160

161 161

161

161 161

161

161 161

161 161

161 161

161 161

161 161

161 161

161 161

161 161

161 161

162 162

162 162

162 162

162 162

162 162162 162

162 162162 162

162

162

162 162

162

162

162 162

162 162

162 162

162 162

162 162

162 162

162 162

162 162

162 162

165 165

165 165165 165

165 165165 165165 165

165 165165 165

166 166

166 166

166 166

166

166 166

166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

166 166

168 168

168 168

168 168

168 168

169

169

169

169

169

169

169

169

169 169

169 169
169 169

169 169

169 169

169 169169 169

169

169 169

169

169 169169 169

169

169 169

169

169 169

169 169

169 169

169 169

169 169

169 169
169 169

169 169

169 169

169 169

169

169

169

169

169 169

169

169

169

169

169 169
169 169169 169169 169

170 170

170 170

170 170

170 170

172 172

172 172

172 172

172 172

173

173 173

173

173

173 173

173

173 173

173 173

173 173

173 173

173 173

173

173 173

173

173 173

173 173

173 173

173 173

173 173

173 173

173 173

173 173

173 173

174 174

174 174174 174

174 174

176

176 176

176

176 176

176 176

176 176

176 176

176 176

176 176

177 177

177 177

177 177

177 177

177 177

177 177

177 177

177 177

177 177

177 177177 177

177 177

178 178

178

178 178

178

178 178

178 178

178 178

178 178

178 178

178 178

178 178

178 178

178 178

180 180

180 180180 180

180 180180 180

180

180 180

180

180 180

180 180

180 180

180 180

180 180

181

181

181

181 181

181

181

181

181

181

181

181

181

181

181

181

181

181 181

181

181 181

181 181

181 181181

181 181

181

181 181

181 181

181 181

181 181

181 181

181 181

181 181

181 181

181 181

181

181

181 181

181

181

181 181

181 181

181 181

181

181

181

181

181 181

181 181

181 181

181 181

182 182

182

182 182

182

182 182

182 182

182 182

182 182

182 182

182 182

182 182

182 182

182 182

184 184

184 184

184 184

184 184

185

185 185

185

185 185

185 185

185

185 185

185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

185 185

188 188

188 188

188 188

188

188 188

188

188 188

188 188

188 188

188 188

188 188

188 188

188 188

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

189 189

192 192

192 192

192 192

192 192

192

192 192

192192 192

192 192

192 192

192 192

192 192

192 192

193

193 193

193

193

193 193

193

193 193

193 193

193 193

193 193

193

193

193 193

193

193

193 193

193 193

193 193

193 193

193 193

193 193

193

193 193

193

193 193

194 194

194 194

194 194

194 194

197

197 197

197

197 197

197 197

197 197

197 197

197 197

197 197

197 197

197 197

197 197

197 197

198 198198 198

198 198198 198

198 198

198 198

198 198

198 198

200 200

200 200

200

200 200

200

200 200

200 200

200 200

200 200200 200

200 200

200 200200 200

200

200 200

200

200 200

200 200

200 200

200 200200 200

200 200

200

200 200

200

200 200

200 200

200 200

200 200

200 200200 200

201

201 201

201

201 201

201 201

201 201

201 201

201

201 201

201

204 204

204 204

204 204

204 204

204 204

204 204

204 204

204 204

205

205 205

205

205

205

205

205

205 205

205

205

205

205 205

205

205

205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

205

205 205

205

205 205

205

205 205

205

205 205

205

205

205

205

205 205

205 205

205

205

205

205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

205 205

206 206

206 206206 206

206 206

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

209 209

210 210

210

210 210

210

210 210

210

210 210

210

210 210

210 210

210 210

210 210

210 210

210 210210 210

210 210

210 210

210 210

210 210

210 210

210 210

210 210

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

212 212

213 213213 213

213 213

213 213

213 213

213 213

213 213

213 213

213 213213 213

213 213

213 213

214 214

214 214

214 214

214 214

216

216 216

216

216 216

216 216

216

216 216

216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

216 216

217

217 217

217

217 217

217 217

217 217

217 217217 217

217 217

217 217

217 217

217 217

217 217

217

217 217

217

217 217

217 217

218 218

218 218

218 218

218 218

218 218

218 218

218 218

218 218

220 220

220 220

220

220 220

220

220 220

220 220

220 220

220 220

220 220

220 220

220 220

220 220

221

221 221

221

221 221

221 221

221 221

221

221 221

221

221 221

221 221221 221

221 221

221 221

221 221

221

221 221

221

221 221

221 221

221 221

221 221

221 221

221 221

221 221

221 221

221 221

222 222

222 222

222 222

222 222

225 225

225

225 225

225

225

225 225

225

225 225

225 225

225 225

225 225

225

225 225

225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225

225 225

225

225 225

225 225

225 225

225 225225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

225 225

226 226

226 226

226 226

226

226 226

226

226 226

226 226

226 226

228 228

228

228

228 228

228

228

228 228

228

228 228

228

228

228 228

228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

228 228

229

229

229

229

229 229

229 229

229 229

229 229

229 229

229

229 229

229

229 229

229 229

229

229

229

229

229 229

229 229

229 229

230 230

230 230230 230

230 230

230 230230 230

230 230

230 230

230 230

230 230

230 230230 230

233 233

233 233

233 233

233 233

234 234

234 234

234 234

234 234

236 236

236

236 236

236

236 236236 236

236 236

236 236236 236

236 236

236 236

236 236

236 236

237 237237 237

237 237237 237

237 237237 237

237 237237 237

238 238

238 238238 238

238 238

240 240

240

240 240

240

240 240240 240

240 240

240 240

240 240

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

241 241

242

242 242

242

242 242

242

242 242

242

242 242

242

242 242

242

242 242

242 242

242 242242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242

242 242

242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242

242 242242 242

242 242

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

244 244

245 245

245 245

245 245

245 245245 245

245 245

245 245

245 245

246

246 246

246

246 246

246 246

246 246

246 246

246

246 246

246

246 246

246 246

246

246 246

246

246 246

246 246

246 246246 246

246 246

246 246

246 246

246 246

246 246

246 246

246 246

246 246

248 248

248 248

248 248

248 248

248 248

248 248

248 248

248 248

249

249 249

249

249 249

249 249

249 249

249 249

249

249 249

249

250 250250 250

250 250250 250

250 250250 250

250 250250 250

252 252

252 252

252 252

252 252

253

253 253

253

253

253 253

253

253 253

253 253

253

253 253

253253 253253 253

253 253

253 253

253 253

253 253

253 253

253 253

254 254

254 254

254 254

254 254

254 254

254 254

254 254

254 254

256 256

256 256

256 256

256 256

257

257 257

257

257 257

257 257

257

257 257

257

257 257

257 257

257 257

257

257

257 257

257

257

257 257

257 257

257 257

257 257

257 257

257 257

257 257

257 257

258

258 258

258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

258 258

260 260260 260

260 260260 260260 260260 260

260 260260 260

261 261

261 261

261

261 261

261

261 261

261 261

261 261

261 261

261 261

261 261

261 261

261 261

261 261

261 261

261

261 261

261

262 262

262 262

262 262

262

262 262

262

262 262

262 262

262 262

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

264 264

265

265

265

265 265

265

265

265

265

265

265

265

265 265

265 265

265 265

265

265

265 265

265

265

265 265

265 265

265

265

265

265

265 265

265

265 265

265

265 265

265 265

265

265

265 265

265

265

265 265

265 265

265

265 265

265

265 265

265 265

265 265

265 265

266 266

266 266266 266

266 266

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

268 268

269

269 269

269

269

269 269

269

269 269

269 269

269 269

269 269

269 269

269 269

269 269

269

269 269

269

269

269 269

269

269 269

269 269

269

269 269

269

269 269

269 269

269 269

269 269

269 269

270 270

270 270

270 270

270 270

270 270

270 270

270 270

270 270

272

272 272

272

272

272 272

272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

272 272

273 273273 273

273 273

273 273273 273

273 273

273 273273 273

273 273

273 273

273 273

273 273

273 273273 273

273 273273 273

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

274 274

276 276

276

276 276

276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

276 276

277

277 277

277

277 277

277 277

277 277

277 277

277

277 277

277

277 277

277 277

277

277 277

277

277 277

277

277

277 277

277

277

277 277

277 277

277 277

277 277

277 277

277 277

277 277

277 277

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

278 278

280 280

280 280280 280

280 280

281 281

281

281

281

281 281

281

281

281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

281 281

282 282

282 282282 282

282 282

284 284

284 284

284 284

284 284

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285285 285285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285

285 285

285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285

285 285285 285

285 285

285 285

286 286

286 286

286 286

286 286

288

288 288

288

288 288

288 288

288 288288 288

288 288288 288

288 288

288 288

288 288288 288

288 288

288 288

288 288

288 288

288 288

288 288

288 288

288 288

289

289

289

289

289

289

289

289

289 289

289 289

289 289

289

289

289

289

289

289

289 289

289 289

289 289

289

289 289

289

289 289

289

289 289

289289 289
289 289

289 289

289

289 289

289

289 289
289 289

289 289289 289

289 289

289 289

289 289

289

289 289

289
289 289

289 289

289

289 289

289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289

289

289

289

289

289

289

289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289 289

289

289

289

289

289 289289 289
289 289

289 289

290 290

290

290 290

290

290 290

290 290

290 290

290 290

290 290

292 292

292 292

292 292

292 292

292 292

292 292

292 292

292 292

293

293 293

293

293 293

293

293 293

293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293

293 293

293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

293 293

294 294

294 294

294 294

294 294

294 294294 294

294 294

294 294

294 294

294 294

294 294

294 294

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

296 296

297 297

297

297 297

297

297 297

297 297

297 297

297 297

297 297

297 297

297 297

297 297

297 297

300

300 300

300

300 300300 300

300 300300 300

300 300300 300

300 300300 300

300 300

300 300

300 300

300 300

300 300

300 300

301

301 301

301

301 301

301 301

301 301301 301

301 301

301 301301 301

301

301 301

301

301 301

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

302 302

304 304

304 304

304 304

304 304

305 305305 305

305 305305 305

305 305

305 305

305 305

305 305

305 305

305 305

305 305

305 305

305 305305 305

305

305 305

305305 305

305 305

305 305

305 305

306 306

306

306 306

306

306 306

306 306306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306

306 306306 306

308 308

308 308

308

308 308

308

308 308

308 308

308 308

308 308

308 308

308 308

308 308

308 308

309

309 309

309

309

309 309

309

309 309

309

309 309

309

309 309

309 309

309 309

309 309

309 309

309 309

309 309

309 309

309 309

309 309309 309

309 309

309 309

310 310

310 310

310 310

310 310

310 310

310 310

310 310

310 310

312 312

312 312

312 312

312 312

312 312

312 312

312 312

312 312

313

313 313

313

313

313

313

313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

313

313

313 313

313

313

313

313 313

313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

313 313

314

314 314

314

314

314 314

314

314 314

314 314

314 314

314 314

314 314

314

314 314

314

314 314

317 317

317 317

317 317

317 317

317 317

317 317

317 317

317 317

318 318

318 318

318 318

318 318

318 318

318 318

318 318

318 318

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

320 320

321 321

321

321 321

321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321

321 321

321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321

321 321321 321

321 321

321 321

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

322 322

324 324

324

324 324

324324 324

324 324324 324

324 324

324 324

324 324324 324

324 324

324 324

324 324

324 324

324 324324 324

325

325 325

325

325

325

325

325

325

325

325

325

325 325

325

325

325

325

325

325

325

325

325 325

325

325

325

325

325 325

325 325

325 325

325 325

325 325

325 325

325 325

325 325

325 325

325

325 325

325

325 325

325 325

325 325

325 325

325

325

325 325

325

325

325 325

325 325

325 325

325

325

325 325

325

325

325 325325

325

325 325

325

325

325 325

325 325

325 325

325

325

325

325

325 325

325

325

325

325

325 325

325 325

326 326

326 326

326 326

326 326

326 326

326 326

326 326326 326

326 326

326 326

326 326

326 326

328 328

328 328

328 328

328 328

329 329

329 329

329 329

329 329

329 329

329 329

329

329 329

329

329 329329 329

329 329

329 329

329 329

329 329

329 329329 329

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

330 330

332

332 332

332

332 332

332 332

332 332

332 332

332 332

332

332 332

332

332 332

332 332

332 332

332 332

332

332 332

332

332 332

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

333 333

336 336336 336

336 336336 336

336 336336 336

336 336336 336

337

337 337

337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337337

337 337

337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

337 337

338 338

338 338

338

338 338

338

338 338

338

338 338

338

338 338

338 338

338 338

338 338338 338

338 338

338 338338 338338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338

338 338338 338

341 341

341 341

341

341 341

341

341 341

341 341

341 341

341 341

341 341

341 341

341 341

341 341

341

341 341

341

341 341

341 341

341 341

341 341

341 341

341 341

342 342

342

342 342

342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342 342

342

342 342

342

342 342

345

345 345

345345 345

345 345345

345 345

345

345

345

345 345

345

345

345 345

345 345

345 345345 345

345 345

345 345

345 345

345 345

345 345345 345

345 345

345 345

345 345345 345

345 345

345 345

345

345 345

345

345 345

348 348

348 348

348 348

348 348348 348

348 348

348 348

348 348

349 349

349 349

349 349

349 349349 349

349 349

349 349

349 349

349 349

349 349

349 349

349 349

352 352

352 352

352 352

352 352

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

353 353

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

354 354

356 356

356 356

356 356

356 356

356 356

356 356

356 356

356 356

357 357

357 357

357 357357 357

357 357357 357

357 357

357 357

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

358 358

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360

360 360360 360

361

361 361

361

361

361

361

361

361 361

361

361

361

361

361

361

361 361

361

361

361

361

361

361

361

361

361 361

361 361

361 361

361

361 361

361

361 361361 361

361 361

361 361

361 361361 361361 361

361 361

361 361361 361361 361

361

361 361

361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361361 361

361 361361 361

361

361

361

361

361 361

361

361

361

361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361

361 361

361

361

361

361

361 361361 361361 361361 361

362 362

362 362

362 362

362 362

362 362

362 362

362 362

362 362

364 364

364 364

364 364

364 364

365

365 365

365

365

365 365

365

365

365 365

365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365

365 365

365

365 365

365

365 365

365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

365 365

366 366

366 366366 366

366 366

368 368

368 368

368 368

368 368

368

368 368

368

368 368

368 368

368 368

368 368

368 368

368 368

368 368

368 368

368 368

368 368

369 369

369 369

369 369

369 369

369 369

369 369

369 369

369 369

370 370

370

370

370 370

370

370

370 370

370 370

370 370370 370

370 370

370

370 370

370

370 370

370 370

370 370

370 370

370 370

372 372

372

372 372

372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

372 372

373

373 373

373

373

373 373

373

373 373

373 373

373 373

373 373

373

373 373

373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

373 373

374

374 374

374

374

374 374

374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374 374

374

374 374

374

374 374

374 374

374 374

376 376376 376

376 376376 376

376 376376 376

376 376376 376

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

377 377

378 378

378 378

378 378

378 378

378 378

378 378

378 378

378 378

380 380

380

380 380

380380 380

380 380

380 380380 380

380 380

380 380380 380

380

380 380

380

380 380

380 380380 380

380 380

381 381

381 381

381 381

381

381 381

381

381 381

381 381

381 381

381 381

381

381 381

381

381 381

381 381

381 381

381 381

381 381

381 381

381 381

381 381

381 381

382 382

382 382

382 382

382 382

382 382

382 382

382

382 382

382

382 382

382 382

382 382

382 382

384

384

384

384 384

384

384

384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384384 384

384 384384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

384 384

385

385 385

385
385 385

385 385
385 385

385 385

385 385
385 385

385 385

385

385 385

385
385 385

386 386

386 386

386 386386 386

386 386386 386

386 386

386 386

388 388

388 388

388 388388

388 388

388

388 388

388 388

388 388

389 389

389

389 389

389

389 389

389 389

389 389

389

389 389

389

389 389

389 389

389

389 389

389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

389 389

390

390 390

390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390

390 390390 390

392

392 392

392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392392 392

392 392392 392392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392392 392392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392

392 392392 392

393 393

393 393

393 393

393 393

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

396 396

397

397 397

397

397 397

397

397

397

397 397

397

397

397

397 397

397

397 397

397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397

397 397

397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397

397 397

397

397

397

397 397

397

397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

397 397

398

398 398

398

398

398 398

398

398 398

398 398

398 398

398 398

398 398

398 398

398 398

398 398

398 398

398 398

398

398 398

398

400 400

400 400

400

400 400

400

400 400

400 400

400 400

400 400

400 400

400 400

400 400400 400

400 400

400 400

400 400

400 400

James Rickards (Saint Mary’s University) Eisenstein 19 August 2026 28 / 28

https://arxiv.org/abs/2605.16053
https://github.com/JamesRickards-Canada/Eisenstein

